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Uber Gravitationswellen.

Von A. KINSTEIN.

(Vorgelegt am 31. Januar 1918 [s. oben S. 79].)

l)le wichtige Frage, wie die Ausbreitung der Gravitationsfelder er-
folgt, ist schon vor anderthalb Jahren in einer Akademiearbeit von
mir behandelt worden®. Da aber meine damalige Darstellung des Gegen-
standes nicht geniigend durchsichtig und auBerdem durch einen be-
dauerlichen Rechenfeliler verunstaltet ist, muB ich hier nochmals aunt
die Angelegenheit zuriickkommen.

Wie damals beschriinke ich mich auch hier auf den Fall, dal
das betrachtete zeitriumliche Kontinuum sich von einem »galileischen«
nur sehr wenig unterscheidet. Um fiir alle Indizes

Iy = —0,,+ V. (1)

setzen zu konnen, wihlen wir, wie es in der speziellen Relativitats-
theorie iiblich ist, die Zeitvariable x, rein imaginir, indem wir

r, = it
setzen, wobei f die »Lichtzeit« bedeutet. In (1)ist d,, =1 bzw.d,, =0,
je nachdem u = v oder u=:v ist. Die vy,, sind gegen 1 kleine Grilien,
welche die Abweichung des Kontinuums vom feldfreien darstellen:

sie bilden einen Tensor vom zweiten Range gegeniiber [LorENTZ-1 rans-
formationen.

$ 1. Losung der Niherungsgleichungen des Gravitations-
feldes dureh retardierte Potentiale.

Wir gehen aus von den fiir ein beliebiges Koordinatensystem
giiltigen® Feldgleichungen

~Sasieit s {“:}+2{“g}{f}—-2{i}{:}

(t (44

' Diese Sitzungsber. 1916, S. 683 ff.

* Von der Einfiihrung des «7-Gliedes« (vgl. diese Sitzungsber. 1917, S. 142) It
dabei Abstand genommen. '

¥
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Bezeichnet man als kleine Gréen nter Ordnung solche, welche in den
Y.. vom nten Grade sind, so erhilt man. indem man sich bei der Be-
rechnung beider Seiten der Gleichung (2) auf die Glieder der niedrig-
sten Ordnung beschriinkt, das System von Niherungsgleichungen

[ 0%y d”y 0 Vix 0%y |
iy & d vt S | i ry N
2( B e . et ) — 2% (ju,-— -5,y T) (2 a)

L. ist der Energietensor der Materie, 7' der zugehdrige Skalar > g*°T. .

da, da, Ox dx dx da

' . - ] . 1 . - l 0 . e
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit — — 4, und Summation iiber
' 2

4 und v erhdlt man nun zunichst (bei gedinderter Bezeichnung der In-
dizes) die skalare Gleichung

a Yoo | azyna -
2(— J“* + ()La)_szaa-

x 7

Addiert man die mit ¢,, multiplizierte Gleichung zu Gleichung (2a),
so hebt sich zunichst das zweite Glied der rechiten Seite der letzteren
(xleichung weg. Die linke Seite liBt sich {ibersichtlich schreiben, wenn
man statt vy, die Funktionen

, I ”
Yoo = Y= 7 Sy A & (3)

einfithrt. Die Gleichung nimmt dann die Form an:

0? 0* v,
2,} 7“ + 0 2,‘ Yﬁ _sz“. (4)

- r‘

\ a yu _“’ azlyur:

i o ""aa:c

L

Diese (Gleichungen aber kann man dadurch bedeutend vereinfachen,
dall man von den y., verlangt, daB sie auBer den Gleichungen (4) den

Relationen
a M T |
37, L (5)
geniigen sollen.

Es erscheint zuniichst sonderbar. daB man den 10 Gleichungen
(4) fiir die 10 Funktionen y_, willkiirlich noch 4 weitere soll an die
Seite stellen kénnen, ohne daB eine Uberbestimmung eintrite. Die
Berechtigung dieses Vorgehens erhellt aber aus folgendem. Die Glei-
chungen (2) sind beziiglich beliebiger Substitutionen kovariant, d. h.
sie sind erfiillt fiir beliebige Wahl des Koordinatensystems. K iithre ich
ein neues Koordinatensystem ein, so hiingen die g, des neuen Sy-
stems von den 4 willkiirlichen Funktionen ab, welche die Transfor-
mation der Koordinaten definieren. Diese 4 Funktionen kdénnen nun

Sitzungsberichte 1918, -
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so gewihlt werden, daB die g, des neuen Systems vier willkiirlich
vorgeschriebenen Beziehungen genugen. Diese denken wir so gewiihlt,
daB sie im Falle der uns interessierenden Niiherung in die Gleichungen
(5) iibergehen. Die letzteren Gleichungen hedeuten also eine von uns
gewiihlte Vorschrift, nach weleher das Koordinatensystem zu wiihlen ist.
Vermoge (5) erhiilt man an Stelle von (4) die einfachen Gleichungen

2 0°Y,,
ol f =
Aus (6) erkennt man, daB sich die Gravitationsfelder mit Lieht-

geschwindigkeit ausbreiten. Die vy,, lassen sich bei gegebenen T, aus
letzteren nach Art der retardierten Potentiale berechnen. Sind x,y,
. r . '"Uq,
2, t die reellen Koordinaten ., x,, x,, —

z..
die y ., berechnet werden sollen. &, ¥,. 2. die rdumlichen Koordinaten

sines Raumelementes d V.. » der riumliche Abstand zwischen letzterem

—_ 2% Tu,_ . (6)

des Aufpunktes, fiir welchen

und dem Aufpunkt, so hat man

r x l'unu(‘co’ yoi 309 t—_ ?') dV (7)

A —— T

r

§ 2. Die Energiekomponenten des Gravitationsfeldes.

Ich habe friither' die Energickomponenten des Gravitationsfeldes
fiir den Fall explizite angegeben, dal die Koordinatenwahl cgemil der
Bedingung

— =

g = |Yu
erfolgt, welche Bedingung im Falle der hier behandelten Niherung

Y= Yau = O

lauten wiirde. Dieselbe ist aber bei unserer jetzigen Koordinatenwahl
im allgemeinen nicht erfiillt. Es ist deswegen am cinfachsten, die
Energiekomponenten hier durch eine gesonderte ["berlegung zu €I~
mitteln.

Dabei ist jedoch folgende Schwierigkeit zu beachten. Unsere
Feldgleichungen (6) sind nur in der ersten GréBenordnung richtig,
withrend die Energiegleichungen — wie leicht zu schlielien ISt~
klein von der zweiten GréBenordnung sind. Wir gelangen jedoch be-
quem durch folgende Uberlegung zum Ziel. Die Energiekomponenten
37 (der Materie) und t (des Gravitationsfeldes erfiillen gemiB der all-
gemeinen Theorie die Relationen

o T g

! Ann. d. Phys. 49. 1916. Gleichung (50).
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d 3’ _ 0g:°

g dx, +'£ ~ 0z L
. a C :r+ta'
> 5 o

Aus diesen folgt

Bringen wir die rechte Seite, indem wir 3 _ aus den Feldgleichungen
entnehmen, in die Form der linken Seite, so werden wir die t° er-
fahren. Auf der rechten Seite dieser (rleichung sind im Falle der
von uns betrachteten Niherung beide Faktoren kleine GroBen von
der ersten Ordnung. Um also die t, in GroBen der zweiten Ordnung
genau zu erhalten, braucht man beide Faktoren rechts nur in GréBen
erster Ordnung genau einzusetzen. Man darf also

dg+° dy
, - dureh - -

und ¥ _ durch 7.

érsetzen. Statt t] fiihren wir ferner die zu den 7 _ beziiglich des
Charakters der Indizes analogen Grdlen 7 _ ein, welche sich dem Werte
nach bei dem hier erstrebten Grade der Anniiherung von den t7 nur
durch das Vorzeichen unterscheiden. Wir haben dann die Ay gemaB
der Gleichung

0. E‘ve- T
2 = 2 /{4 (8)

zu bestimmen. Die rechte Seite formen wir um, indem wir beachten,
daB wegen (3)

| ! N 4
- — f r— e 3 - ::a - ')’..,..— “éur ﬂl’ (33)
Yor = Yoo — G g Y

40 setzen ist, und indem wir I, vermige (6) durch die 'y;, ausdriicken.
ks ergibt sich nach emfacher Umformung

| o | I dy.: 0Y.: 1 dy’ _37
ET _28.{[47(2( dz, daz. ) 2 0z, da:,)

0y, 1[0y ’) |
___8_;8 (%( 3:5,) o 2‘(-9_-5;) ]

' Der eingangs erwiihnte Fehler in meiner fritheren Abhandlung besteht darin,

d o, ¢ -
daB ich auf der rechten Seite von (8) — ./; ~ statt ”?: eingesetzt hatte. Dieser Fehler
C " “w

§ 2 und § 3 jener Arbeit nétig.
14*
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Hieraus folgt, daB wir dem Energiesatz gerecht werden, indem wir

»

0%z 9Vap l t’v’ d y
4}:',“7:(2((11 J & ) > 8:)

ot ay..\ 1 N[0
e ’).,... g :Y - 2( Y )
- K S Y - 0 X,

setzen

19)

o).

Die physikalische Bedeutung der 7, macht man sich am leichtesten
durch folgende Uberlegung klar. Die 7, sind fir das Gravitationsfeld,
was die 7' _ fiir die Materie sind. Fiir inkohiirente ponderable Materie
ist aber bei Beschrinkung auf GréBen erster Ordnung:

gx., ax, .\
—_— T — —_—— S da* ). O
T“f ! . d‘n‘ dS (dﬁb .-:-idr) (1 |
o ist dabei der Dichteskalar der Materie. Die 1., 1,, - - / | eut-1nechen

also Druckkomponenten: 1., T.,,, T\, bzw. 1,,, T,,, T,, ist der mit V—1
multiplizierte Vektor der Impulqdlchte oder chhte des Energiestromes,
T,, die negativ genommene Energiedichte. Analog ist die Deutung
der auf das Gravitationsfeld sich bezielienden 7, _.

* . Als Beispiel sei zuniichst das Feld der ruhenden, punktformigen
Masse M behandelt. Aus (7) und (10) folgt sogleich |

. R

7 S— e (II)
A 2T T

wihrend alle andern vy,, verschwinden. Fir die g, erhiilt man nach
(11), (3a) und (1) die zuerst von De Srrrer angegebenen Werte

Y % M
—1— - 0 0 o
AT T
x M -
O gl e g 0 | O
. | (114
x M
N
x M
O | O O —_1 4
| AT T

-

Die Lichtgeschwindigkeit ¢, welche allgemein durch die Gleichung
o=ds =" g, dz,dz,

gegeben ist, ergibt sich hier aus der Relation

. M
(1+ ) )(dm‘-i-dy +dz)—(1——’f—-—n£)dt’ =o0.

4w T 4% T
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Es ist also die Lichtgeschwindigkeit

1 /dx - . dyz -|—hd,;:’ % M
 r— —— — — —_— ] — | (12)
ir e

bei der von uns bevorzugten Wahl der Koordinaten zwar vom Orte.
nicht aber von der Richtung abhiingig. Auch folgt aus (11a), daB kleine

starre Korper bei Ortsiinderung sich dhnlieh bleiben, wobei deren in

x M

Koordinaten gemessene Linearausdehnung sich wie (1 — -—u) indert.
onr

(xleichung (g) ergibt fiir die /,_ in unserem Falle

eI & I ~ 2y |
by = —— ( e — ) ) (fiir die Indizes 1—3)
327%° r 2 =
tH v tu e t34 — O . (13’
T XM 1
B 64 7

Die Werte fiir die /,_ hiingen durchaus von der Koordinatenwahl
ab: worauf mich Hr. G. Norpstrém schon vor lingerer Zeit brief-
lich aufmerksam machte'. Bei Koordinatenwahl gemild der Bedingung
9| =1, bei welcher ich fiir die g,. fiir den Fall des Massenpunktes

frither die Ausdriicke

(Indizes 1—3)

AT T
angegeben habe, verschwinden alle Energiekomponenten des Gravi-
tationsfeldes, wenn man sie mittels der Formel

\ ~ W A vl'g T M)k vO‘l
e = 6529“{?6}{%}_2’9 {x}{’*’

4vAL "y

bis zu der zweiten GroBenordnung genau ausrechnet.

Man koénnte vermuten, daB es durch passende Wahl des Bezug-
SYstems  vielleicht stets erzielbar sei, die Energiekomponenten des
Uravitationsfeldes alle zum Verschwinden zu bringen, was héchst be-
merkenswert wiire. s liBt sich aber leicht zeigen, daB dies im all-

femeinen nicht zutrifft.

§ 3. Die ebene Gravitationswelle.

Um die ebenen Gravitationswellen aufzufinden, machen wir den
die Feldgleichungen (6) befriedigenden Ansatz

‘Y:r — a’uvf(xl + £x4) A | (14‘)
" Vgl. auch E. Scaropinger, Phys. Zeitschr. 1918. 1. S.g4.
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Hierbei bedeuten das «_ . reelle Konstanten, f, eine reelle Funktion
von (x,+ix). Die Gleichungen (5) liefern die Relationen

o, i, = O
iy TRy (15)
d,, +ta,, = O
a,, +ta,, = O

Sind die Bedingungen (15) erfiillt. so stellt (14) eine mogliche Gravi-

tationswelle dar. Um deren physikalische Natur genauer zu durch-
{

. " -~ a : 41
schauen, berechnen wir deren Dichte des Energiestromes 2 Dureh

Einsetzen der in (15) gegebenen v in Gleichung (9) erhilt man

! I A *
= e I
2

Das Merkwiirdige an diesem Resultat ist, daB von den sechs willkiir-
lichen Konstanten, welehe (bei Beriicksichtigung von (15)) in (14) auf-
treten, in (16)nur zw ei auftreten. Eine Welle, fiir welche a,, — a4, und 2,
verschwinden, transportiert keine Energie. Dieser Umstand a8t sich
darauf zuriickfiithren, daB ecine derartige Welle in gewissem Sinne gar
keine reale Existenz hat. wie am einfachsten aus folgender Betrachtung
hervorgeht. .

Zunichst hemerken wir, daB mit Riicksicht auf (15) das Koeffi-
zientenschema der z,, der energiefreien Welle folgendes ist:

LT

t 4 %

| (16)

o . Y ot
€ ) 0 1e

—) .l Y (17)
., =) Y O 0 Ly
ok e Ly —

wobei «, 2, y. 6 vier voneinander unabhiingig wiihlbare Zahlen bedeuten.
Es sei nun ein feldfreier Raum betrachtet, dessen Linienelemegt
ds in bezug auf geeignet gewiihlte Koordinaten (!, z., 2, , &) sich in
der Form ‘
—ds* = da]” +da* +da] +da;’ (18)

ausdriicken 1iBt. Wir fiithren nun neue Koordinaten wx,, .r,, £y, £, &1
auf Grund der Substitution

’

T, = x,— A ¢ lr, 4 i;l") : (19)

Die A bedeuten vier reelle, unendlich kleine Konstanten, ¢ eine reelle
Funktion des Argumentes (x, +ix,). Aus (18) und (19) tolgt, wenil
man Grolen zweiten Grades beziiglich der A vernachlissigt,

(l.\"j — 2 fl'[{: e i r’."f + 2 (’,’ ((l.',t + ‘.d'['q) Z ?u‘_ fi-l'” 5

ll‘



Einstein: Uber Grravitationswellen “”

Hieraus ergeben sich fiir die zugehorigen vy . die Werte

2 ;‘l }h' }'\.3 i}t' + }\.‘
: 2, O O LA,
= Yo = - -
A, A, §A,  BA, 212,
und hieraus fir die y
A — iR, A, A, A, 42, '
Py A, — A, — 1A O LA,
. ?uv — 4 3 1 : ‘20
(4” ) A, : =Sy My £
'(,7\2-}-)\4 !T};z 1.7&3 '—7'», +£A4

Setzen wir noch fest, daB die Funktion ¢ in (19) mit der Funktion J
in (14) durch die Beziehung

p =f (21)

verkniipft sei, so zeigt sich, daB abgesehen von der Bezeichung der
Konstanten die y, gemiiB (20) mit den vy, gemiB (14) und (17) voll-
kommen iibereinstimmen.

Diejenigen Gravitationswellen, welehe keine Energie transportieren.
lassen sich also aus einem feldfreien System durch blofe Koordinaten-
transtormation erzeugen: ihre Existenz ist (in. diesem Sinne) nur eine
scheinbare. Im eigentlichen Sinne real sind daher nur solche liings der
2-Achse sich fortpflanzende Wellen, welche einer Ausbreitung der GriBen

You ¥ , | b =

T L und vy, (bzw. der GroBen - : " und yn) entsprechen.
Diese heiden T'ypen unterscheiden sich nicht dem Wesen, sondern nur
der Orientierung nach voneinander. Das Wellenfeld ist winkeldefor-
mierend in der zur Fortpflanzungsrichtung senkrechten Ebene. Dichte

des Energiestromes, des Impulses und der Energie sind dureh (16) gegeben.

S 4. Die Emission von Gravitationswellen dureh mecha-
nische Systeme.

Wir betrachten ein isoliertes mechanisches System, dessen Schwer-
punkt dauernd mit dem Koordinatenursprung zusammenfalle. Die in
demselben vor sich gehenden Verdinderungen seien so langsam und
dessen riumliche Ausdehnung sei so gering, daB die dem Abstand
irgend zweier materieller Punkte des Systems entsprechende Lichtzeit
als unendlich kurz betrachtet werden kann. Wir fragen nach den in

RiChtlmg der positiven a-Achse von dem System gesandten Gravitations-
wellen,
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Die letztgenannte Beschriinkung bringt es mit sich, daBd wir fir
geniigend grofen Abstand i eines Aufpunktes vom Koordinatenursprung
an die Stelle von (7) die Gleichung

- X

iy . — [Tuv(wo3 Yo s 259 t_R)dVa (73)
R

setzen diirfen. Wir kénnen uns auf -die Betrachtung Energie trans-

portierender Wellen beschrinken; dann haben wir nach den Ergeb-

. ’ I 4 / .
nissen des § 3 nur die Komponenten v, und T(y,g—yas) zu bilden.

Die auf der rechten Seite von (7a) auftretenden Raumintegrale lassen
sich in einer von M. Laue ersonnenen Weise umformen. Wir wollen
hier nur die Berechnung des Integrals

| T,av,

ausfithrlich angeben. Multipliziert man ie beiden Impulsgleichungen

0T, BT BT dI’

: 5 o — 0.
0, ax dx |
0T, 3 T 3 e asule
e ]
0z, % 1 % 02z, 0,
1 1 :
mit P bzw. o T integriert heide iiber das ganze materielle Systen

und addiert sie dann. so erhiilt man nach einfacher Umformung dureh
partielle Integration

d (1
f W, {J(.ﬁc3 I, +x, Tu)dVﬂ} —

Das letztere Integral formen wir wieder mittels der Energiegleichung

Y SRR T e S
-+ + +
ox

dx, 0 x, d , A

- —of B

I

um, indem wir diese mit — &, , multiplizieren, abermals integrieren
2 i

und durch partielle Integration umformen. Wir erhalten

O o d ([
___2-.[ (-, 14,+;I:,T3)dV = = : J.:B {f:c,;v3 T“ch} —

Setzt man dies in obige Gleichung ein, so erhiilt man

s a* ( [
f?,amu = - JE{ f£¢3 T44dVﬂ},

$ \

| =
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(’ 1 G | .
oder da - durch — — 7 durch die negative Dichte (—z) der
da; Us | |

Materie zu ersetzen ist:

[T,deﬂ —— Lﬁ,s : (22)

Dabei ist zur Abkiirzung

, = (! x.oaV, (23)

ot
| 5

gesetzt; ), sind die Komponenten des (zeitlich variabeln) Trigheits-
momentes des materiellen Systems.

Aut’ analogem Wege erhiilt man

. 3 [ .o .»
) | I (2;2“ Tas)d";a = - 5 (321 —333) ' (24)
Aus (7a) ergibt sich auf Grund von (22) und (24)
f x . (2-)
?:3 Y 4?R 23 ° J
Y=Y % [Ju—Tu]. (26)
2 g7 R 2

Die 5, sind nach (7a). (22). (24) fiir die Zeit /— K zu nehmen.
also Funktionen von #— R, oder bei grolem A in der Nihe der -
Achse auch Funktionen von f— i . (25), (26) stellen also Gravitations-
wellen dar. deren Energieflull lings der x-Achse gemild (16) die Dichte

{4_1 - ¥ b SE" —:3_-3-? ) o s :\;31] (27)
] 64 7* R’ 2 .
, besitzt.

Wir stellen uns noch die Aufgabe, die gesamte Aunsstrahlung des
| Systems durch Gravitationswellen zu berechnen. Um diese Aufgabe
“u losen, fragen wir zuniichst nach der Energiestrahlung des betrachte-
en mechanischen Systems nach der durch die Richtungskosinus e.
definierten Richtung. | Diese kann man dureh Transtformation oder kiirzer
dureh Zuriickfiihrung anf folgende formale Aufgabe lisen.

Es sei 4 ein évmmeuischer Tensor (in drei Dimensionen), « ein
Vektor. Man sucht einen Skalar S, der Funktion der A, und =« ist
und in den A, ganz und homogen vom zweiten Grade, welcher Skalar

fiir

; 1=Ig“==ﬂ3=0in

(_.{1_."__,.4?_3.)24- Az

2
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iibergceht. — Der gesuchte Skalar wird eine Funktion der Skalare
Pkt I P 3. % 2 Ao, DA, A, 0c sen. Mit Riicksicht darauf,

| Sy

daB die beiden letzten Skalare fir «, = (1, 0, 0) in A4,, bzw. EA:“
iibergehen, findet man nach einiger Uberlegung, dall der gesuchte
Skalar ist:

1

15-_':—

Es ist klar. daB S die Dichte der in der Richtung («, , ., «,) von dem
mechanischen System radial nach auBen flielenden (Gravitationsstrah-
lung ist, wenn :

V X <

“ = 8= R Sur

A (29)

gesetzt wird.
Mittelt man S bei Festhaltung der A,, iiber alle Richtungen des

Raumes, so erhilt man die mittlere Dichte S der Ausstrahlung. Das

mit 47 /* multiplizierte S endlich ist der Energieverlust pro Zeiteinheit
des mechanischen Systems durch Gravitationswellen. Die Rechnung ergibt

prleS = lgﬁ;y_ ; (23) ] 30

LV S

Man sieht an diesem Ergebnis, daB ein mechanisches System, welches .
danernd Kugelsymmetrie behilt, nicht strahlen kann. im (egensatz
zu dem durch einen Rechenfehler entstellten Ergebnis der fritheren
Abhandlung.

Aus (27) ist ersichtlich, daBl die Ausstrahlung in keiner Riechtung
negativ. werden kann, also sicher auch nicht die totale Ausstrahlung.
Bereits in der fritheren Abhandlung ist betont geworden, daB das End-
ergebnis dieser Betrachtung, welches einen Energieverlust der Korper
infolge der thermischen Agitation verlangen wiirde, Zweifel an_der
allgemeinen Giiltigkeit der Theorie hervorrufen muff. ks scheint, dab

eine vervollkommnete Quantentheorie eine Modifikation auch der Gra-
vitationstheorie wird bringen miissen.

¥ 5. Einwirkung von Gravitationswellen auf mechanische

Systeme.
Der Vollstindigkeit halber wollen wir auch kurz iiberlegen, in-
wiefern Energie von Gravitationswellen auf mechanische Systeme iber-
gehien kann.  Es liege wieder ein mechanisches Svstem vor von der
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m Y 4 untersuchten Art. Dasselbe unterliege der Einwirkung einer
Gravitationswelle von - gegen die Ausdehnung des Systems — grofer
Wellenlinge. Um die Energieaufnahme des Systems kennen zu lernen.
kniipfen wir an die Impuls-Energie-Gleichung der Materie an

03’ 0
2,}"+ g%

::»:-.‘ 0z,

Diese integrieren wir bei konstantem ax, iiber das ganze System und

s
erhalten fiir » = 4 (Energiesatz)
d L e T

Das Integral der linken Seite ist die Energie / des ganzen materiellen
Systems. Links stelit also die zeitliche Zunahme dieser Energie. Fiihrt
man die Differentiationen nach der reellen Zeit aus und beschrinkt
sich rechter Hand auf die Beibehaltung der Glieder zweiter GriiBen-
ordnung, so erhilt man

dF o [ dy..
: 1V s o e '
it 2...,/( S( d i *") (31)

m—

Nun kénnen wir die das Gravitationsfeld darstellenden Y. in einen
der einfallenden Welle entsprechenden Anteil (y._), und in einen Be-
standteil (y,), spalten. gemiB der Gleichung

yg:‘ pa— (ry;ir)ﬁ‘ + (yer)r‘ » (,’; 2 ’

Demgemil spaltet sich das Integral der rechten Seite von (31) in
éine Summe von zwei Integralen, von denen das erste den Energie-
zuwachs ausdriickt, der aus der Welle stammt. Dieser interessiert uns
hier allein; wir wollen daher. um die Sehreibweise nicht zu kompli-

d}f

zieren, (31) dahin interpretieren. dal T den aus der Welle allein

Stammenden Energiezuwachs und vy.. den oben mit (y .), bezeichneten
Anteil bedeuten soll. Dann ist Y.. eine ortlich langsam verdnderliche

'Ftlnktlon so dalB wir setzen durfen .
i F 2 a'y,,. _
el WL Ay, p
dt 2 }" dt j 133

o0& .
b .

Es sei die wirkende Welle eine Energie transportierende, in welcher
lur die Komponente Y., (= v.,) des Gravitationsfeldes von Null ver-

Sehieden sei. Dann ist wegen (22)

dE _ v 0%, &' (34)
(It 2 (;t d(i
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Bei gegebener Welle und gegebenem mechanischen Vorgang ist
hiernach die der Welle entzogene Energie durch Integration er-

mittelbar.

§6. Antwort auf einen von Hrn. Levi-Civita herriithrenden
Einwand.

[n einer Serie interessanter Untersuchungen hat Hr. Levi-CiviTa
in letzter Zeit zur Klirung von Problemen der allgemeinen Relativi-
titstheorie beigetragen. In einer dieser Arbeiten’ stellt er sich beziig-
lich der Erhaltungssiitze auf einen von dem meinigen abweichenden
Standpunkt und bestreitet auf Grund dieser seiner Auffassung die Be-
rechtigung meiner Schliisse in bezug auf die Ausstrahlung der lnergie
durch Gravitationswellen. Wenn wir auch unterdessen durch Brief-
wechsel die Frage in einer fiir uns beide geniigenden Weise geklirt
haben, halte ich es doch im Interesse der Sache fiir gut, einige all-
gemeine Bemerkungen iiber die Erhaltungssiitze hier anzufiigen.

Es ist allgemein zugegeben, daf gemiB den Grundlagen der all-
gemeinen Relativititstheorie eine bei beliebiger Wahl des Bezugssystems
giiltige Vierergleichung von der Form

d (T, +1)
2 27

——— O ‘5‘: 1,2,3.4}
d . (_35)

existiert, wobei die I. die Energickomponenten der Materie, die t.
Funktionen der ¢,, und ihrer ersten Ableitungen sind. Aber es be-
stehen Meinungsverschiedenheiten dariiber, ob man die t’ als die Energie-
komponenten des Gravitationsfeldes aufzufassen hat. Diese Meinungs-
verschiedenheit halte ich fiir unerheblich, fiir eine bloBe Wortfrage.
leh behaupte aber, daB die angegebene, nicht besfrittene Gleichung
diejenigen Erleichterungen der UUbersicht mit sich bringt. welche den
Wert der Erhaltungssiitze ausmachen. Dies sei an der vierten Gleichung
(7 = 4) erliutert, welche ich als Energiegleichung zu bezeichnen pilege.

Es liege ein riumlich begrenztes materielles System vor, aulier-
halb dessen materielle Dichten und elektromagnetische Feldstirken ver-
schwinden. Wir denken uns eine ruhende Fliiche S, welche das ganze
materielle System umschlieBt. Dann erhilt man durch Integration der

vierten Gleichung iiber den von S umschlossenen Raum:

g [ | .
 dax {‘ (33;‘+t})dV} =J (t] cos (nx,) 412 cos (na,) =+ £, cos (nx,))do

Niemand kann durch irgendwelche Griinde gezwungen werden, € als
Energiedichte des Gravitationsfeldes und (t;, t3, ) als Komponenten des

—r— e

' Aceademia dei Lineei, Vol. XXVI, Seduta des 1.0 aprile 1917.
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Gravitations-Energieflusses zu bezeichnen. Aber man kann folgendes
behaupten: Wenn das Raumintegral von t' klein ist gegeniiber dem-
Jjenigen von der »materiellen« Energiedichte 3. stellt die rechte Seite
sicherlich den Verlust an materieller Energie des Systems dar. Dies
allein ist es, was in der vorstehenden und in meiner fritheren Ab-
handlung iiber Gravitationswellen benutzt ist.

Hr. Levi-Crvita (und vor ihm mit weniger Nachdruek schon H.
A. LorexTz) hat eine von (35) abweichende Formulierung der Erhal-
tungssatze vorgeschlagen. Er (und mit ihm auch andere Fachgenossen)
Ist gegen eine Betonung der (xleichungen (35) und gegen die obige
Interpretation, weil die t. keinen Tensor bilden. Letzteres ist zuzu-
geben: aber ich sehe nicht ein, warum nur solchen GréBen eine physi-
kalische Bedeutung zugeschrieben werden soll, welche die Transfor-
mationseigenschaften von Tensorkomponenten haben. Notig ist nur,
daB die Gleichungssysteme fiir jede Wahl des Bezugssystems gelten,
was fiir das Gleichungssystem (35) zutrifft. Levi-Crvrra schliigt folgende
Formulierung des Energie-Impuls-Satzes vor. Er schreibt die Feldglei-
chungen der Gravitation in der Form

]:'M+A1'ﬂl = 0O, (37)

wobei 7. der Energietensor der Materie und 4,, ein kovarianter Tensor
ist, der von den g,, und ihren beiden ersten Ableitungen nach den
Koordinaten abhiingt. Die A4,, werden als die Energiekomponenten des
Gravitationsfeldes hezeichnet.

Ein logischer Einwand gegen eine derartige Benennung kann
natiirlich nicht erhoben werden. Aber ich finde, daB aus (xleichung
(37) nicht derartige Folgerungen gezogen werden kdénnen, wie wir sie
aus den Erhaltungssiitzen zu ziehen gewohnt sind. Es hingt dies da-
mit Zusammen, dafl nach (37) die Gesamtenergiekomponenten iiber-
all verschwinden. Die Gleichungen (37) schlieBen es beispielsweise (im
(regensatz zu den (+leichungen (35)) nicht aus, daf ein materielles
System sich vollstiindig in das Nichts auflose, ohne eine Spur zu hinter-
lassen. - Denn seine Gesamtenergie ist nach (37) (nicht aber nach (35))
Yon Anfang an gleich null; die Erhaltung dieses Energiewertes ver-

langt nicht die Fortexistenz des Systems in irgendeiner Form.
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